
Lezione n. 7

Calcolo del campo elettromagnetico:
ottica geometrica, 

teoria uniforme della diffrazione

Impatto ambientale dei campi elettromagnetici



Riassumendo
• L’espressione che descrive la propagazione del campo 

secondo l’ottica geometrica è del tipo:
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dove:
• E(0) rappresenta il campo (ampiezza, polarizzazione e fase) nel punto di 

riferimento (s0 = 0);
• s è la distanza lungo il raggio dal punto di riferimento, pertanto
• exp(-jks) esprime lo sfasamento lungo la traiettoria;
• il termine sotto radice rappresenta il fattore di divergenza del fascio, ovvero le 

variazioni di ampiezza del campo lungo la traiettoria;
– ρ1 e ρ2 rappresentano i raggi di curvatura principali del fascio nel punto di 

riferimento. La convenzione che si adotta è tale che un raggio di curvatura 
positivo (negativo) implica un fascio divergente (convergente) nel 
corrispondente piano principale

• n (m) è il numero di caustiche attraversate dall’osservatore che si muove lungo la 
traiettoria nella direzione di (opposta a quella di) propagazione del campo



Riassumendo
• Analoga espressione è valida per il campo magnetico:
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Inoltre, campo elettrico e campo magnetico sono localmente legati 
dalle relazioni tipiche di un’onda piana:
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Propagazione in presenza di oggetti dielettrici
• L’ottica geometrica vista fin’ora considera la propagazione del campo elettromagnetico 

nello spazio libero (i.e. senza confini).
• Quando un oggetto è presente nella regione di interesse, il campo elettromagnetico genera 

correnti su di esso, le quali, a loro volta, generano un campo elettromagnetico diffuso 
(scatterato).

• Il calcolo del campo elettromagnetico totale vorrebbe la soluzione completa delle equazioni 
di Maxwell. Tuttavia, se gli oggetti in questione sono di dimensioni sufficientemente estese 
(i.e. parecchie lunghezze d’onda), allora l’uso ancora una volta di tecniche asintotiche 
permette la valutazione del campo distinguendo tra diverse caratteristiche geometriche. 
In particolare, si possono prendere in esame diversi processi, quali riflessione da superfici 
e diffrazione da spigoli. 

E (V/m) E (V/m)

GSM900: spazio libero GSM900: stanza vuota con finestra



Campo incidente: em vs o.g.



Riflessione
• Primo passo è quello di prendere in esame il processo di 

riflessione da superfici curve (lisce).
• Scopo è quello di valutare il campo elettromagnetico ad un 

punto P dopo la riflessione su una superficie, conoscendo il 
campo nel punto Qs di riferimento.



Campo riflesso
• Il campo nel punto P sarà esprimibile come:

( ) ( ) ( )( )
r

21

21 jks
rrrr

rr

r
rr e

ss
QEPE −

++
=

ρρ

ρρ

dove 
• Qr rappresenta il punto in cui avviene la riflessione sulla superficie,
• sr rappresenta la distanza del punto P di osservazione dal punto Qr,
• ρ1

r ρ2
r rappresentano i raggi di curvatura principale del tubo di raggi

riflesso al punto Qr.
Il campo incidente in Qr sarà dato da:
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con analogo significato dei simboli rispetto al punto di riferimento Qs.



Coefficiente di riflessione
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dove R sarà in generale una quantità diadica (i.e. una matrice) essendo 
Ei ed Er due quantità vettoriali.

• Il legame tra il campo incidente e quello riflesso al punto Qr
sarà dato dal coefficiente di riflessione R della superficie 
nel punto



Calcolo del campo riflesso
In conclusione, per valutare il campo riflesso da una superficie bisogna:
1. dati il punto di partenza Qs ed il punto di osservazione P, si deve 

determinare il punto di incidenza sulla superficie;
2. determinare il coefficiente di riflessione locale della superficie;
3. dalle proprietà nel punto di incidenza del fronte d’onda incidente, si 

determinano i raggi di curvatura principali del fronte d’onda riflesso.

Il punto di incidenza Qr è determinato dal principio di Fermat
generalizzato: il percorso ottico deve essere un estremo 

(quindi o un massimo o un minimo a seconda delle proprietà della
superficie riflettente)

1



Legge della riflessione - coordinate locali
Sulla superficie di riflessione, possono definirsi due piani principali, a 

cui corrispondono i raggi di curvatura principali della superficie

Dato il punto Qr sulla superficie, rimane univocamente determinato il versore n, normale alla 
superficie nel punto considerato. Si consideri ora un piano che intersechi la superficie nel 
punto considerato e contenente il versore normale. Tale piano individua sulla superficie una 
curva che prende il nome di normal section curve, a cui rimane associato un raggio di 
curvatura. Se il piano viene ruotato, diverse normal section curves vengono generate. Si può 
dimostrare che, per ogni well behaved surface,  esiste un piano di intersezione che 
massimizza il raggio di curvatura, e uno che lo minimizza. Tali raggi vengono definiti raggi di 
curvatura principali e i due piani corrispondenti piani principali. Sulle curve corrispondenti 
potranno definirsi i versori û1 ed û2.

n̂



Piano di incidenza
• Considerato un generico tubo di raggi il cui raggio centrale incide 

sulla superficie a Qr con il versore del raggio individuato da ŝi, il
piano individuato da ŝi e dalla normale al punto di incidenza viene
definito piano di incidenza.

• L’angolo di incidenza θi sarà dato da:

• Rimane definto, inoltre, un versore tangente alla superficie
(intersezione del piano di incidenza con la superficie) e tale che

( )ii sn ˆˆarccos ⋅−=θ

( ) tU i ˆˆcos
2
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Direzioni principali dei fronti d’onda
In modo analogo a quanto detto per la superficie di riflessione, si 

possono definire i piani principali, i raggi di curvatura principali, e i 
corrispondenti versori (i.e. direzioni) principali, anche per i fronti 

d’onda del campo incidente e riflesso.
Tutto con riferimento al punto Qr.



Sistema di coordinate locali: polarizzazione del 
raggio

Il campo elettrico incidente su Qr si potrà sempre decomporre in una 
componente parallela ed una perpendicolare al piano di incidenza.
Analogamente, il campo riflesso si potrà decomporre in una componente 
parallela ed una perpendicolare al piano di riflessione.
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La legge della riflessione
Per dimostrare il legame tra campo incidente e riflesso secondo le 

notazioni dell’ottica geometrica, si farà riferimento ad una superficie 
perfettamente conduttrice.

Dato un campo incidente noto, per determinare il campo riflesso si 
deve imporre la condizione al contorno sulla superficie di riflessione:

( ) SrrEn ∈∀=× 0ˆ

dove E rappresenta il campo totale nel primo mezzo, dato dalla somma 
tra campo incidente e riflesso. 

( ) ( ) SrrEn̂rEn̂ ri ∈∀×−=×

Sostituendo nella condizione le espressioni dei campi secondo lo
sviluppo di Luneberg-Kline, si ottiene,



La legge della riflessione (2)
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La legge della riflessione (3)
Dall’uguaglianza delle fasi segue:

( ) ( )rr ri Ψ=Ψ
Poiché le fasi devono essere uguali in tutti i punti della superficie, ne 
segue che anche le derivate delle ψi e ψr lungo la superficie saranno 
uguali. Allora, se si considera il versore tangente alla superficie di 
riflessione contenuto nel piano di incidenza, si avrà:
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e di riflessione 
coincidono!!!!!

Inoltre, poiché ŝi ed ŝr sono dei versori, ne segue necessariamente
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( ) ( )rr Qn̂ŝQn̂ŝ ri ⋅=⋅



Traiettorie dei raggi riflessi
Dalle relazioni trovate per i versori dei raggi incidente e riflesso si può 
determinare univocamente la direzione dei raggi riflessi nota la
direzione dei raggi incidenti. Infatti,
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Polarizzazione
• Poiché piano di incidenza e riflessione coincidono, ne segue

• mentre ciò non sarà in generale vero per i versori paralleli al piano di 
incidenza. Si può però scrivere,
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Coefficiente di riflessione
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Coefficiente riflessione (2)
• E’ facile riconoscere nelle componenti ortogonale e parallela del 

campo incidente le componenti orizzontale e verticale delle onde 
piane uniformi incidenti alla superficie piana di separazione tra due 
mezzi.

• I risultati ottenuti si possono allora generalizzare ad una qualunque 
superficie di separazione tra due mezzi, sostituendo a 1 e -1 i 
coefficienti di riflessione, rispettivamente, per polarizzazione 
parallela e verticale.

• La trattazione può essere estesa grazie alle proprietà di onda 
localmente piana tipiche dell’ottica geometrica.



Campo riflesso
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di riferimento” Attenuazione spaziale 

per fattore divergenza
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Coefficiente di 
riflessione

Mancano da definire i raggi di curvatura del fronte d’onda riflesso



Raggi di curvatura del campo riflesso

• Il calcolo dei raggi di curvatura del campo riflesso è piuttosto lungo 
e laborioso;

• si basa su valutazioni geometriche;
• per illustrarlo, si può considerare il caso bidimensionale

• ρi è il raggio di curvatura (uno, siamo in 2D) del fronte d’onda incidente;
• ρr è il raggio di curvatura del fronte d’onda riflesso;
• a0 è il raggio di curvatura della superficie riflettente nel punto di incidenza 

(approssimata nell’intorno di tale punto con un arco circolare);



un po’ di geometria....
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un po’ di geometria....(2)

La somma degli angoli di un triangolo è 180°.... φξθ +=i
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un po’ di geometria....(3)
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e infine...
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Campi riflessi da superfici 3D



Campi riflessi da superfici 3D (2)



Problema.....

iir a θρρ cos
211

0
+=

La formula per ottenere la distanza dalla caustica per il raggio riflesso 
(e.g. nel caso 2D)

quando l’angolo di incidenza θi è prossimo a 90°, il cosθi diviene nullo. 
Pertanto, il secondo membro della relazione diviene molto elevato e il 
valore di ρr approssima lo 0.
Allora, per grazing incidence, il punto di incidenza (punto di 
riferimento per il raggio riflesso) diviene prossimo alla caustica del 
raggio riflesso.
Ma in corrispondenza delle caustiche l’ottica geometrica fallisce la 
valutazione del campo....



Problema....

zona d’ombra

Se si studia la propagazione del 
campo in presenza di oggetti 
dielettrici, riflessione e rifrazione 
possono non essere sufficienti per 
predire correttamente la 
distribuzione di campo

diffrazione

L’ottica geometrica viene allora 
completata mediante la teoria 
geometrica della diffrazione per 
tener conto di spigoli o vertici, ovvero 
del fenomeno di diffrazione del campo 
elettromagnetico.



Diffrazione da spigoli
• Prendiamo in esame uno spigolo e una sorgente di campo em nei suoi pressi;
• considerando raggi che seguono esclusivamente le leggi dell’ottica geometrica (raggio diretto 

e riflesso), si può separare lo spazio intorno allo spigolo in 3 regioni:
– Regione I: sono presenti raggi diretti e riflessi;
– Regione II: vi sono solo raggi diretti;
– Regione III: non vi è nessun raggio;

• nel campo em risultante vi saranno pertanto delle discontinuità in prossimità dei bordi tra le 
tre regioni (Reflection Shadow Boundary tra I e II, Incident Shadow Boundary tra II e III) 

• ciò non è chiaramente possibile in una reale situazione fisica, pertanto,
• per eliminare le discontinuità ai confini tra le diverse regioni e per modificare i campi in 

tutte e tre le regioni, deve essere incluso un campo diffratto.

I

II

III

Il calcolo del campo diffratto da spigoli è estremamente complesso



Uniform theory of diffraction
• La UTD aggiunge dei raggi diffratti all’ottica geometrica, così che il 

campo em in realtà presente nelle zone d’ombra dell’ottica 
geometrica può essere (più o meno...) correttamente rappresentato;

• La UTD è pertanto un metodo basato su raggi nel quale vi sono tre 
diversi tipi di raggio: diretto, riflesso, diffratto.



Geometrical theory of diffraction
• La prima estensione dell’ottica geometrica per tener conto del 

campo diffratto è stata presentata da Keller negli anni ’50.
• Il lavoro classico di Keller a cui si fa riferimento è del 1962.
• Keller, aggiungendo i raggi diffratti, corresse le mancanze 

dell’ottica geometrica,
• tuttavia, la sua teoria non era ancora uniforme, nel senso che il 

campo diffatto diventava singolare in alcune regioni di volume, ed in 
particolare in corrispondenza delle regioni nell’intorno degli shadow
boundaries. Inoltre, non era in grado di predire il valore del campo in 
corrispondenza delle caustiche.

Keller ipotizzò che raggi diffratti esistano ogniqualvolta un 
raggio illumina spigoli, angoli, vertici e quando vi è un’incidenza 
radente su una superficie, ovvero ogniqualvolta una superficie 

genera una discontinuità nel campo di ottica geometrica creando 
zone d’ombra



Teoria di Keller (GTD)
• Keller postulò la teoria della diffrazione partendo dal principio di 

Fermat generalizzato: “un raggio diffratto da uno spigolo tra un 
punto S ed un punto P segue una curva che ha una lunghezza ottica 
stazionaria tra tutte le curve tra S e P che abbiano un punto sullo 
spigolo”. 

• Pertanto, “il raggio diffratto 
ed il corrispondente raggio 
incidente formano angoli 
eguali con lo spigolo al punto 
di diffrazione, fintanto che si 
trovano nello stesso mezzo. 
Essi giacciono su lati opposti 
del piano ortogonale allo 
spigolo al punto di 
diffrazione”.



Il cono di Keller
• Keller notò, che nel caso di raggio incidente obliquo sullo spigolo, i raggi 

diffratti si propagavano lungo coni aventi lo spigolo come asse.
• Il cono di raggi diffratti ha preso il nome di cono di Keller. Tale cono è stato 

determinato sperimentalmente.
• Per ogni raggio incidente su un punto dello spigolo,  ve ne sono infiniti 

diffratti lungo le direttrici del cono di Keller.
• tra il raggio incidente proveniente da un punto S e il corrispondente 

diffratto passante per il punto di osservazione P, definendo in 
corrispondenza del punto di diffrazione un versore tangente allo spigolo (  ), 
in accordo alla legge della diffrazione, esiste la relazione

ê

eses ˆˆˆˆsin 0 ×=×′=β

es ˆˆcos 0 ⋅′=β per non avere 
ambiguità di 
segno...



Caso bidimensionale
• Se 

il raggio incidente è ortogonale allo spigolo e il cono di diffrazione 
degenera in un disco

• Per definizione, nel caso 2D tutti i raggi sono ortogonali allo spigolo

°= 900β



Principio di ‘influenza locale’
• Come nella riflessione dell’ottica geometrica si suppone che il 

raggio riflesso dipenda dal raggio incidente e dalla superficie di 
incidenza solo localmente,

• così anche la diffrazione è trattata come un fenomeno puramente 
locale:
– il raggio diffratto è influenzato dalla forma dello spigolo solo 

nell’intorno del punto di diffrazione,
– il raggio diffratto è legato alle proprietà del raggio incidente prossime 

al punto di diffrazione
• come nell’ottica geometrica, i raggi diffratti sono caratterizzati 

da ampiezza, fase e polarizzazione.

da lunghezza percorso

da legge della 
conservazione della 
potenza in un tubo 

di raggi

ortogonale alla 
direzione di 
propagazione



Raggio diffratto
• Peranto, in modo analogo ad un raggio riflesso, si può scrivere:
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Coefficiente diffrazione diadico

Il problema è, analogamente al caso della riflessione, la determinazione 
del valore iniziale di ampiezza, fase e polarizzazione del campo; ovvero, 
il valore del coefficiente di diffrazione e dei raggi di curvatura del 
fronte d’onda diffratto.



Caso 2D
• Keller iniziò valutando la diffrazione da onda piana di un semipiano finito;
• l’intero spigolo diventa una linea di sorgente virtuale per i raggi diffratti,
• pertanto, i raggi diffratti sono delle onde cilindriche.

Nelle onde cilindriche un raggio di curvatura è infinito, mentre l’altro, ad un generico 
punto di riferimento, è finito. Pertanto, il fattore di divergenza diventa:
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volendo usare come punto di riferimento per la valutazione del campo la caustica (a s=-ρ, 
ovvero per ρ→0), la relazione sopra non si può più usare. Tuttavia, considerando 
l’ampiezza del campo nel punto s, e considerando che essa deve essere sempre la stessa a 
qualunque punto la si voglia riferire, si ottiene

( ) ( ) ( )
jkse

s
EsE −

+
=

1

10
ρ
ρ

ρ→0( ) ( ) ( )s
EsE

+
=

1

10
ρ
ρ

( )
s

sA 1
=( ) ( )

s
EsE 10=



Raggio diffratto - 2D
• Keller confrontò il suo raggio diffratto cilindrico con uno sviluppo 

asintotico della soluzione esatta della diffrazione di un’onda piana 
incidente su uno semipiano finito, per ricavare

dove s (= soft) e h (= hard) corrispondono, rispettivamente, a 
polarizzazione del campo incidente ortogonale o parallela al piano di 
incidenza.
L’utilizzo di un sistema di riferimento solidale al raggio incidente, 
come nel caso della riflessione, permette l’utilizzo di un coefficiente 
di diffrazione 2x2.



Raggio diffratto - 3D
• In modo analogo, Keller ricavò il coefficiente di diffrazione 

per incidenza obliqua su uno spigolo infinitamente lungo, con 
angolo interno pari ad α.



Singolarità nella GTD di Keller
• Il problema nella GTD sviluppata da Keller è legato a non aver 

considerato il raggio di curvatura della superficie che genera il 
campo diffratto.

• Questo fa’ sì che un semipiano completamente piatto ed uno con un 
assegnato raggio di curvatura finito vengano ad avere lo stesso 
coefficiente di diffrazione pur, chiaramente.., comportandosi in
modo diverso dal punto di vista del campo em.



Teoria uniforme della diffrazione
• Pertanto, la teoria di Keller

sicuramente migliora la 
predizione del campo da parte 
dell’ottica geometrica, ma rimane 
singolare in particolare in 
corrispondenza dei confini di 
transizione tra le regioni ombra.

• Nel 1974 Kouyoumjian e Pathak presentano la teoria uniforme della diffrazione,
• essi mostrarono come, moltiplicando il coefficiente di diffrazione di Keller per 

un’apposita funzione di transizione, si ottenga un campo di valore finito anche in 
corrispondenza degli shadow boundaries.

• Nei punti di singolarità della GTD, la funzione di transizione deve tendere a 0 
con un ordine pari a quello con cui il coefficiente di diffrazione tende ad 
infinito.

• Inoltre, svilupparono un coefficiente di diffrazione in grado di considerare 
superfici curve

coeff. diffrazione di Keller per onda 
piana a 10 GHz incidente su uno spigolo



o-face; n-face
• per convenzione le due facce dello spigolo vengono chiamate 

o-face ed n-face
• la scelta di chi è cosa, è in sostanza arbitraria;
• per convenzione, si può scegliere di misurare gli angoli φ’ e φ

a partire dalla o-face;
• lo spigolo ha un angolo interno pari ad α=(2-n)π
• pertanto, la o-face sarà per φ=0, la n-face per φ=nπ



UTD, coefficiente di diffrazione 2D- 1



UTD, coefficiente di diffrazione 2D - 2



UTD, coefficiente di diffrazione 2D - 3



UTD vs GTD
• Vi sono diverse differenze tra la UTD e la teoria di Keller. In 

particolare,
– vi è la presenza della funzione di transizione che mantiene sempre finito 

il campo calcolato,
– il coefficiente è dato dalla somma di 4 termini e non 2, per tener conto 

che entrambe le facce dello spigolo possono generare degli incident
shadow boundaries, e reflected shadow boundaries



UTD 3D: sistema di riferimento locale
• Nel caso di riflessione dei campi di ottica geometrica, l’utilizzo di un 

sistema di riferimento solidale al raggio permette di scomporre il campo 
incidente in una componente parallela ed una perpendicolare, così che il 
coefficiente di riflessione rimane espresso tramite una matrice 2x2

• nel caso di diffrazione da spigolo un analogo sistema di riferimento 
porterebbe ad un coefficiente di diffrazione 3x3 con 7 elementi non 
nulli.

• Tuttavia, anche nel caso di diffrazione si può ottenere un coefficiente 
esprimibile come matrice 2x2, nel caso in cui il sistema di riferimento sia 
solidale al piano di incidenza associato allo spigolo (cioè il piano 
contenente    e    ).

• In questo caso il campo incidente viene scomposto in componente 
parallela e perpendicolare al piano di diffrazione e il coefficiente di 
diffrazione si riduce ad una matrice 2x2 diagonale.

ê ŝ′



Sistema di riferimento - 1
• Considerato il punto Qe sullo spigolo, il versore unitario 

tangente allo spigolo in Qe è 
• Il campo incidente si scompone lungo     e    , mentre il campo 

diffratto avrà componenti lungo    e    con:

ê
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ŝêˆ
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• Da notare che i versori appena definiti non lo sono più chiaramente nel 
caso in cui β0→0 (il piano di incidenza non è più ben definito..)

• Campi polarizzati lungo β0 sono in polarizzazione ortogonale (soft) al 
piano di diffrazione; qualli lungo φ in polarizzazione parallela (hard)



Sistema di riferimento - 2
• β’0 e β0 sono misurati a partire da lati opposti dell’asse dello 

spigolo;
• per valutare correttamente gli angoli φ e φ’,  si considerano i 

versori     e     ;
• le componenti di s ed s′ che giacciono nel piano ortogonale allo 

spigolo, risultano:

• si possono pertanto definire i versori
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UTD, coefficiente di diffrazione 3D - 1



UTD, coefficiente di diffrazione 3D - 2



UTD, coefficiente di diffrazione 3D - 3
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